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DPSO による 15 パズルの解探索に関する研究 
A Study on Finding Solutions of 15 Puzzle Using DPSO 
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Michio Innami 

 

 

15 パズルは世界中でよく知られているゲームである。本研究では DPSO によって 15 パズルの解の探索を試みた。DPSO
はメタヒューリスティクスの手法のひとつであり、解空間が連続値をとる PSO を改良し離散値を扱えるようにしたもの

である。パズルのコマを 10～50 回シャッフルして生成された問題に対し、探索性能を調べるため試行を行った。計算の

結果、30 以下のシャッフル回数で生成された問題に対しては、50%以上の試行で解を得ることができた。遺伝的アルゴ

リズムによる探索をあわせて行い比較したところ、DPSO による探索の方でより良好な結果が得られた。 
キーワード：メタヒューリスティクス、組合せ最適化、DPSO、遺伝的アルゴリズム、15 パズル 

 

 

1. はじめに 
 

15 パズルゲームは 1870 年頃にアメリカ合衆国で考案

され1)

出題されるコマの配置が正解の偶置換であれば解くこ

とができるが、奇置換の場合は解が存在しない

、その後世界中に広まりよく知られるゲームのひと

つとなった。図 1 に示す 16 セルからなる盤上にランダム

に配置された 1～15 のラベルを有する 15 個のコマに対

し、1 手につき 1 コマを 1 セル分たてまたは横のいずれ

かに移動させて、正解となる配置に並べ替えるゲームで

ある。 

2、3)

出題されたパズルに対する解答は、4 方向いずれかの

コマの移動を順に組合せることによって示される。した

がって本パズルは組合せ最適化問題として考えることが

できる。 

。図 2
は有名な 14-15 パズルであるが、図 1 の奇置換となって

いるため、図１のように並べ替えることは不可能である。 

本研究ではメタヒューリスティクスの 1 手法として知

られている DPSO (Discrete Particle Swarm Optimization)を
用いた解の探索を試みる。メタヒューリスティクスは多

くの問題に対して汎用的な取り扱いができることが特徴

である。本問題に対する DPSO の解の探索性能を調べる

とともに、メタヒューリスティクスの手法として有名な

遺伝的アルゴリズムによる探索をあわせて行う。両者の

探索性能の比較を行うことによって、DPSO の優位性に

ついて検証を行う。 
 

2. PSO と DPSO 
2.1 PSO 

粒子群最適化(Particle Swarm Optimization : PSO)は、鳥

や魚などの群れの行動をモデルとして 1995 年に J. 
Kennedy と R. C. Eberhart によって提案されたメタヒュー

リスティクスの手法である 4)。連続変数をとる関数の最

適化を目的とし、アルゴリズムが単純であり収束性に優

れるという特徴を有する。解空間に存在する集団内の粒

子(個体)が、自己のそれまでの移動履歴と全粒子の移動

履歴の内から最優良探索点の情報を得て、その値に基づ

いて解空間内での移動を繰り返す。 
各粒子は、初期値として解空間内にランダムな位置と

速度を与えられる。粒子 i において k イテレーション目

から 1+k イテレーション目への位置の更新は式(1)、(2)
にしたがって行われる。 
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図 2  14-15 パズル 
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ここで、

k
ix 、

k
iv はそれぞれ k イテレーション目の粒

子 i における n 次元の位置ベクトル、速度ベクトルであ

り、w 、 1c 、 2c は定数、 1r 、 2r は 0 から 1 までの範囲

の一様乱数である。 ipbest は粒子 i の移動履歴における

最良探索点、gbest は集団内の全粒子の移動履歴におけ

る最良探索点である。なお最良探索点には、あらかじめ

設定された目的関数(適応度関数)の値が最小あるいは最

大となる粒子が選定される。 
イテレーションが所定の値に達するまで、式(1)、(2)

の計算を繰り返す。 
 
2.2 DPSO 

DPSO は、PSO で離散値の探索を行うために提案され

た手法であり 5)、
k
ix の各成分は 0、１のいずれかの値を

とる。
1+k

ix を得るためには式(2)の代わりに以下に示す

式(3)が用いられる。 
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ここで、

1
,
+k
jix 、

1
,
+k
jiv はそれぞれ

1+k
ix 、

1+k
iv の j 番

目の座標成分( nj ≤≤1 )、 ρ は 0 から 1 までの範囲の

一様乱数である。また )( 1
,
+k
jivS は式(4)によって与えられ

るシグモイド関数である。 
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3. 15 パズル問題への DPSO の適用 
 
 目的関数を最小化する組合せ最適化問題は式(5)、(6)
のように定式化することができる。 
 

)(min x
x

f     (5) 
 
  subject to ∈x F   (6) 
 
 ここで、 )(xf ：目的関数、F ：実行可能領域である。 
 15 パズルにおいて目的関数などを適切に設定するこ

とにより、効率的な解の探索を行うことが可能になると

考えられる。 
 図 1 の配置からランダムにコマをシャッフルして生成

された問題を用意し、そのパズルに対してもとの配置に

並べ替えるためのコマの移動順序を探索する。ここで 1
手分の操作は、空白セルに隣接するコマを空白の位置に

移動することである。これは空白セルを移動していると

考えることができる。本稿では空白セルの移動方向を□← 、

□→ 、□↑ 、□↓ で表すこととする。たとえば□← は空白セ

ルの左隣に位置するコマを右に移動することを意味する。 
 移動方向をランダムに決定して並べ替えを続けていく

と、空白セルがいずれ盤から外れる可能性が高くなる。

そこで本研究では、これを避けるため空白セルの移動方

向を以下のように設定した。 
図 3 に示すように実線と破線で示す 2 種類の閉路を考

える。いずれも盤内の全てのセルを通る。それぞれにつ

いて時計回りと反時計回りの回転方向を考える。いずれ

のセルにおいても、閉路の種類と方向を指定することで

移動先のセルを指定できる。すなわち 1 手につき 2 ビッ

トの情報で、全てのセルにおいてその位置で可能なあら

ゆる移動方向を表現することができるとともに、盤から

コマが外れる状態が発生することはない。これにより遺

伝的アルゴリズムにおける致死遺伝子に相当するような

粒子の発生を抑えることができる。 
j 番目の手で行う空白位置の移動については、閉路の

種類、方向をそれぞれ位置ベクトルの成分 12 −jx 、 jx2 で

指定し、いずれも 0 か 1 の値をとるものとする。 
偶置換の場合、全ての問題は 80 手以内で解けることが

明らかとなっている 6)。そこで、探索では 150 手までの

コマの移動を考える。適応度は解答に要した手数とする。

ただし、150 手までに目的の配置に達することができな

かった場合は、150 手目における各コマについてそれぞ

れ図 1 の配置とのマンハッタン距離をとり、その全コマ

についての和に 150 を加えたものを適応度と定義した。 
なお得られた解において、途中のある 1 手がその直前

の操作を打ち消すように作用する場合(たとえば□← の直

後が□→ )については、その両者を位置ベクトル成分から

除去し手数に含めない。 
 
4. 問題の生成 

 
問題は図 1 の配置から定められた回数だけ空白位置を

ランダムに移動(シャッフル)することによって生成した。

図 3  空白セルの移動方向の定義 
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このとき、コマが盤から外れることがないようにした。

またシャッフル途中のコマの配置がその状態に至るまで

の履歴のいずれとも同一となることがないようにした。

ただし上記による問題生成方法では、シャッフル回数未

満の手数で解が得られる場合が起こり得る。 
 
5. 探索の手順と結果 
5.1 パラメータの決定 

式(1)などに現れるパラメータの最適値を決定するた

めに、予備計算を行った。図 1 の配置からランダムに 15
回空白位置をシャッフルして生成された問題に対して、

以下のそれぞれのパラメータについてさまざまな値で

20 回ずつの試行を行い、各値と解が得られた試行数の関

係を調べた。 
 
5.1.1 粒子数の決定 

式(1)中のパラメータを PSO において最適値とされる

0.1=w 、 0.21 =c 、 0.22 =c とし 7)、表 1 に示すよ

うに粒子数と最大イテレーションを、両者の積がほぼ一

定値となるさまざまな組合せで試行を行った。その結果

解が得られた試行の数も表 1 に示した。なお、ここでは

シャッフル回数すなわち 15 以下の手数で解くことがで

きた解を最適解と定義している。得られた結果より、粒

子数を 250 に決定した。以後の試行にはこの値を用いる。 
 
5.1.2 定数 wの決定 

w は粒子の慣性項の重みを表す。wを表 2 に示す各値

に設定し試行を行った。 
結果も表 2 に示した。得られた結果より、 0.1=w とし、

以後の試行にこの値を用いる。 
 

5.1.3 定数 1c の決定 

1c は自己の最良探索点に関する重みを表す。 1c にさ

まざまな値を設定し、試行を行った結果を表 3 に示す。

この結果より 3.21 =c とし、以後の試行にこの値を用い

る。 
 

表 1  各粒子数において解が得られた試行数 

粒子数 
最大イテ

レーショ

ン 

解が得ら

れた試行

数 

最適解が

得られた

試行数 
20 15000 13 8 
60 5000 14 11 

100 3000 16 9 
150 2000 16 7 
200 1500 17 10 
250 1200 19 10 
300 1000 20 8 
500 600 16 9 

1000 300 18 12 

 

表 2  w の各値に対して解が得られた試行数 

w  
解が得られ

た試行数 
最適解が得ら

れた試行数 
0.4 15 14 
0.6 17 13 
0.8 18 13 
0.9 17 9 
1.0 19 10 
1.1 15 14 
1.2 15 12 
1.4 6 5 
1.6 8 7 

 

表 3  1c の各値に対して解が得られた試行数 

1c  
解が得られ

た試行数 
最適解が得ら

れた試行数 
1.5 18 8 
2.0 19 10 
2.1 19 10 
2.2 17 10 
2.3 20 16 
2.4 18 10 
2.5 20 15 
2.7 17 13 
3.0 16 11 

 

表 4  2c の各値に対して解が得られた試行数 

2c  
解が得られ

た試行数 
最適解が得ら

れた試行数 
1.0 17 9 
1.5 17 13 
1.8 19 16 
1.9 18 8 
2.0 20 16 
2.1 18 14 
2.2 17 13 
2.5 16 9 
3.0 13 9 
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5.1.4 定数 2c の決定 

2c は集団内の全粒子中の最良探索点に関する重みを

表す。 2c にさまざまな値を設定し、試行を行った結果を

表 4 に示す。この結果より 0.22 =c とした。 
 

5.2 GA のパラメータ 
 本研究では DPSO の探索結果と比較するために、同一

問題に対して遺伝的アルゴリズム(Genitic Algorithm : 
GA)による探索をあわせて行った。 
 DPSO の位置ベクトルの代わりに、GA では空白位置の

移動の情報を染色体に格納する。1 手につき 2 個の遺伝

子座が用いられ、図 3 の閉路とその方向がいずれも 0 か

1 の値で指定される。探索アルゴリズムにはルーレット

選択、エリート選択、2 点交叉を採用した。パラメータ

は表 5 に示すとおり、GA で一般によく用いられる値を

採用した。適応度の定義は DPSO の場合と同じである。 
 
6. 計算結果 
 
前章で決定したパラメータを用いて DPSO による計算

を行った。図 1 の状態からランダムに 10、20、30、40、
50 回空白位置のシャッフルを行い問題を生成した。それ

ぞれについて 10000 イテレーション目までの試行を 30
回繰り返した。なお試行ごとに新たに問題を生成した。 
図 4 に各シャッフル回数で生成された問題について、

150 手以内での解答が得られた試行の数の推移を示す。

またシャッフル回数以下の手数で問題が解けた解に対し

て、便宜上最適解とみなすと、その推移は図 5 のように

なった。 
シャッフル回数 10 の問題に対しては、全ての試行で

100 イテレーション目までに解が得られた。また 50 イテ

レーション目までに 25 の試行で最適解が得られ、その数

は 10000 イテレーション目まで変わらなかった。シャッ

フル回数 30 の問題では、約 50%の試行で解が得られた。

表 5  GA のパラメータ 

個体数 30 
交叉率 0.8 
突然変異率 0.01 
エリート個体数 3 

 

Iteration

N
um

be
r o

f t
ria

ls

Number of shuffles : 10
20

30

40

50

0 5000 10000
0

10

20

30

図 4  解が得られた試行数の推移(DPSO) 
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図 5  最適解が得られた試行数の推移(DPSO) 

図 7  最適解が得られた試行数の推移 (GA) 
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図 6  解が得られた試行数の推移(GA) 
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ただし最適解が得られた試行は全体の 40%未満であった。

一方、シャッフル回数 50 の問題では 300 イテレーション

目に 1 試行で解が求められた。これは最適解でもあった。 
いずれの場合も、5000 イテレーション目までに解の探

索はほぼ収束していることが認められる。 
比較のために行った、GA による探索の結果を図 6、7

に示す。GA による探索は 50000 世代目まで行った。個

体数(粒子数)と世代数(イテレーション数)の積が同じ値

となるように比較すると、DPSO で 5000 イテレーション

目は GA ではほぼ 42000 世代目に相当する。両者を比較

すると DPSO の探索性能が優れていることがわかる。ま

た GA の 50000 世代目までの試行に要する時間よりも

DPSO の 10000 イテレーション目までに要する時間のほ

うがおおよそ 2～3 割短い結果となった。 
生成された問題と DPSO による探索で得られた解(空

白位置の移動順序)の一例を図 8 に示す。 
 
7. まとめ  
 

本研究では DPSO によって 15 パズルの解の探索を試

みた。予備計算により最適なパラメータが明らかとなっ

た。これらの値を用いて試行を行ったところ、10～50 回

のシャッフルによって生成された問題に対しては、いず

れも 5000 イテレーション目までに解の探索がほぼ収束

していることが認められた。シャッフル回数 10 の場合、

100 イテレーション目までに全ての試行で解が得られ、

約8割の試行で 50イテレーション目までに最適解が得ら

れた。一方、シャッフル回数 50 の問題に対しては、10000
世代目までの探索で解が求められた試行は約 10%であっ

た。GA による探索と比較すると、より少ない計算コス

トでより優れた結果が得られることが確認された。 
 解は一連の操作手順列として表現されている。本問題

の場合には部分解同士の依存関係が強いため、GA にお

けるビルディングブロック仮説 8)の観点からは GA のみ

ならず DPSO に対しても難しい問題であると考えられる。

解の表現方法の変更や他のアルゴリズムとの組合せなど

により、探索性能の向上をはかることが今後の課題であ

る。 
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(a) 生成された問題(シャッフル回数 20) 

 

□→  □↑  □→  □→  □↑  □←  □↓  □↓  □→  □↓  

□←  □↑  □←  □←  □↓  □→  □↑  □→  □→  □↓  

(b) 探索で得られた解 
 

図 8  生成された問題と得られた解の一例 

 




